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Chapitre 1 : Rappels sur I'équation de Schrodinger

1 Introduction

La chimie quantique tient compte de la structure électronique d’un systéme et repose
sur I’équation de Schrédinger.

L’utilisation de méthodes théoriques pour I’obtention de modeles qui puissent prédire
et comprendre les structures, les propriétés et les interactions mpléculaires est comme
sous le nomde "Modélisation Moléculaire". Celle-ci permet de fournir des informations
qui ne sont pas disponibles par I’expérience et joue donc un réle complémentaire a celui
de la chimie expérimentale. Ainsi, la modélisation moléculaire peut par exemple
permettre de se faire une idée précise de la structure de 1’état de transition pour une
réaction donnée, ce qui est difficile, votre impossible, pour la chimie expérimentale.

La chimie quantique consiste en I’utilisation de méthodes basées sur la résolution de
I’équation de Schrodinger indépendante du temps. En résolvant 1’équation aux valeurs
propres et vecteurs propres ¥ = EW , ot H est un opérateur hamiltonien, E I’énergie
totale et ¥ la fonction d’onde du systéme, il sera alors possible de déterminer toutes les
informations du systeme étudi¢.

[l n"est cependanr pas possible de résoudre rigoureusement une telle équation, mis a
part pour des systémes mono-électroniques, et des approximations ont donc dii étre
introduites dans la théorie quantique proposée dés les années 20 afin de pouvoir résoudre
cette équation de fagon approchée

2 Unités atomiques

Pour un syst¢éme d’unités propre a 1’électron, nous appliquant le systéme d’unités
atomiques suivants:
L’unité de longueur vaut ag = 0,534°, rayon de Bohr
L’unité de masse vaut m, = 9,11.1073!,
L’unité de charge vaute = 1,6.1077 ¢,
L’unité d’énergie s’applle Hartree et vaut | H = 2Ey = 27,2e.v = 4,36.107'%;
L’unité de moment angulaire vaut 7 = 1,05. 10734/, s/rad

3 Equation de Schrédinger

La mécanique quantique postule la dualité¢ onde-particule de la matiére et définit une
particule (électron) comme une onde. C-a-d distribuée a travers 1’éspace plutOt que
possédant une trajectoire bien définie.

Mécanique classique < Trajectoire

U U

Mécanique quantique < Fonctions d’onde

Enl1926, le physicien Autrichien Schrédinger proposait une équation pour trouver la
fonction d’onde d’un systéme.

L’évolution au cours du temps t, I’état d’un systéme d’atomes constitué de N noyaux
et de n €lectrons est décrit par une fonction d’onde v satisfaisant 1’équation de
Schrodinger suivante:

HY({r}, {R}.{}) =—1'h<akp(<r}’a{[R}’{l})> (S.1)

ou les vecteurs {r} =ry, ..., ry et {R} = Ry, ...,Rx, représentent respectivement les
coordonnées électroniques et nucléaires du systeme.



Ce dernier équation est applée équation de Schrodinger dépendante du temps, avec
un opérateur hamiltonien H du systéme.

Pour un systéme isolé, I"équation de Schrodinger ne dépend que des coordonnées des
particules et sont indépendante du temps

AY({rb AR {1y) = AW({r}, {R}y).e” () (S.2)

Ou E est I’énrgie associée a la la fonction d’onde y, obtenue en résolvant I’équation
de Schridinger indépendante du temps, on a:

HY({r}y,{R}) = E¥Y({r}.{R}) (8.3)
ou
B=-t2Ayy S.4
= omot Bk

ou A désigne le Laplacien, £ est I’énergie totale du systéme et 7 désigne I’énergie
potentielle.

Résolution I’équation (S.3) qui n’est autre I’équation aux valeurs propre et vecteurs
propre de ["hamiltonien.

1.4 Interprétation standart de la fonction d’onde

¥ fonction d’onde ne sinifie rien; fonction mathématique telle que [¥?| représente
une densité de probabilité des particules. On ne peut pas mesurer ‘¥, mais on peut
calculer.

Les fonctions ¥V, solution de 1’équation de Schrédinger sont appeleés €tats
stationnaires du systéme associ¢ aux énergies E;

L’état W associé & I’énergie la plus basse Eq est appelé état fondamental du systeme.

Voila quelques conditions qui définissent cette fonction propre:

1/ La probabilité de trouver (d’observer) la particule dans un volume d¥ est donner

par :

dP({r},{R}) = ¥*({r}.{R})|.dV
dV(x,y.z) = dx.dy.dz, en coordonnées cartésiennes

dV(r.0,¢) = r.sin0.d0.dy.dr, en coordonnées sphériques

et [P2| = W. ¥~ est comme une densité de probabilité.
2/ La fonction WV est dite de carré sommable, ¢’est-a-d:

dP = L/‘{J.L}’*de |

3/ ¥ doit étre réguliére en tout point .

1.5 Opérateur hamiltonien d’'une molécule

L’hamiltonien H total d’une molécule comportant N noyaux et n électrons, est défini
par la somme de cinq termes (terme cinétique des €lectrons, terme cinétique des noyaux,
terme de répulsions électrons-électrons, terme de répulsions noyaux-noyaux et terme
d’attractions electrons-noyaux).

g‘}’({r}, {R}) = EY({r}.{R})

u:
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On peut simplifier le dernier équation en u.a comme suit:
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La résolution exacte de I’équation (S.3) n’est possible que pour I’atome d’hydrogene
et les systémes hydrogénoides. Pour les systémes poly-électroniques, il est nécessaire de
faire appel aux méthodes d’approximation pour résoudre I’équation de Schrodinger d’une
maniére approchée.

Approximation Born-Oppenheimer

L’une des premiéres approximations que 1’on peut effectuer afin de résoudre
I’équation de Schrodinger d’un systtme mol éculaire complexe est I’approximation de
Born-Oppenheimer. Elle est fondée sur le fait que la masse des noyaux est beaucoup plus
importante que celle des électrons. L énergie cinétique des noyaux peut alors étre
négligée, ce qui revient a considérer que les électrons se déplacent dans un champ de
noyaux fixes dans I’espace.

L’ opérateur hamiltonien électronique du systéme se définit par:
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et la forme de la fonction d’onde comme suit:
W({r}, {Ry) = YE().¥N(R) (5.9

Ot W¥(r) est une fonction d’onde électronique et d’une fonction d’onde nucléaire
WYn(R)
@ il s’agit alors de résoudre I’équation suivante:

H.Y4(r) = Ea(R)WE(r) (S.10)
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® |’¢énergie Born-Oppenheimer Eo(R) est la somme de I'énergie électronique et du terme
d’interaction répulsif entre les noyaux : ‘

N N
Eo = Eu+ 33, Zlg—if = Bt Vi (S.11)
k Dk

Approximation orbitale et déterminant de Slater :

L’approximation orbitale consiste & exprimer la fonction d’onde ¥, solution de
I’équation de Schrodinger limitée a I’hamiltonien électronique H décrit plus haut, par un
produit de fonctions dépendantes chacune des coordonnées d’un seul électron:

W(1:2;.....:m) = V(1).¥(Q).....¥(n) (S.12)

(S.7)



Les fonctions monoélectroniques \¥; sont appelées orbitales.
® conséquences sur H

H=h+hy+....o+hy = Yk, (S.13)
® chaque orbitale ¥, est solution d’une équation aux valeurs propres :
hi¥; = &¥;ou A¥; = E¥, (S.14)

® conséquences sur £
E=£1+812+....+8,,:Z£,- (8.15)

avec ¢; ne dépend pas du spin.

Malheureusement, cette fonction d’onde V' ne satisfait pas au principe de Pauli qui
stipule que la fonction d’onde décrivant un

systeme multiélectronique doit changer de signe lors de la permutation des
coordonnées de deux électrons quelconques. Dans

["approximation orbitale, la fonction d’onde qui satisfait ce principe se met sous la
forme d’un déterminant de Slater:

21 (D)2 (D). (1)
212). 2,(2).....xn(2)

(S.16)

Le facteur de normalisation pour la fonction est % , n étant le nombre d’électrons
n

avec xi(r;) = @(r;).c ou xi(ri) = @(r;). B sont les spinorbitales
Généralement, les orbitales sont développées en une combinaison linéaire finie

d’orbitales atomiques. Cette approche est appelée LCAO: Linear Combinaison of Atomic
Orbitals.

W=D ey (S.17)
J



